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1) Introdution
Pourquoi plani�er séquentiellement?Modèle de régression η(x ,θ), non linéaire en θ ⇒ l'expérieneoptimale pour estimer θ dépend de θ !Matrie d'information M(ξ,θ) =

∫
X fθ(x)f⊤θ (x) ξ(dx) ave

◮ ξ une mesure de probabilité sur X
◮ fθ(x) = 1

σ
∂η(x ,θ)

∂θ

ξ∗D(θ) est D-optimal pour θ : ξ∗D(θ) maximise log det[M(ξ,θ)]
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Exemples
◮ [Box & Luas, 1959℄ :
η(x ,θ) = θ1

θ1−θ2 [exp(−θ2 x)− exp(−θ1 x)]
→ pour θ = (0.7 , 0.2)⊤, ξ∗D = 12δx(1) + 12δx(2) avex(1) ≃ 1.25 et x(2) ≃ 6.60x(1) et x(2) pour θ1 ∈ [0.5,0.9] et θ2 = 0.2
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◮ Mihaelis-Menten : η(x ,θ) = θ1 x

θ2+x , x ∈ (0,x ], θ1,θ2 > 0
→ ξ∗D = 12δx(1) + 12δx(2) ave x(1) = θ2x2θ2+x et x(2) = x

◮ Déroissane exponentielle : η(x ,θ) = θ1 exp(−θ2 x),x ≥ x , θ1,θ2 > 0
→ ξ∗D = 12δx(1) + 12δx(2) ave x(1) = x et x(2) = x + 1

θ2
◮ . . .
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Plani�ation totalement séquentielle (�full sequentialdesign�) : hoisir x1, . . . ,xn0 , estimer θ̂n0 , poser k = n0 puis
◮ plani�er xk+1
◮ observer Yk+1
◮ ré-estimer θ̂k+1
◮ k ← k + 1 . . .D-optimalité :xk+1 = argmaxx∈X det [∑ki=1 fθ̂k (xi )f⊤θ̂k (xi ) + fθ̂k (x)f⊤

θ̂k (x)
]ou enorexk+1 = argmaxx∈X f⊤

θ̂k (x)M−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k (x) ave
ξk =

∑ki=1 δxi la mesure empirique dé�nie par x1, . . . ,xk
→ M(ξk ,θ) = 1k ∑ki=1 fθ(xi )f⊤θ (xi )On espère que θ̂n p.s.→ θ̄ et √n(θ̂n − θ̄) d→ N (0,M−1[ξ∗D(θ̄),θ̄]) 6/ 40
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Estimateur des MC en régression non-linéaireYi = η(xi ,θ̄) + εi , xi ∈ X ⊂ R
d , θ̄ ∈ Θ ⊂ R

p, {εi} i.i.d.,variane σ2Estimation par MC : θ̂n = argminθ∈Θ Sn(θ) aveSn(θ) =
∑ni=1[Yi − η(xi ,θ)]2Les onditions pour la onvergene forte de θ̂n vers θ̄ sont trèsdi�érentes suivant que les xk sont des onstantes oudépendent des εi , i < k

{xi} = suite déterministeDé�nissons Dn(θ,θ̄) =
∑nk=1[η(xk ,θ)− η(xk ,θ̄)]2[Jennrih 1969℄: θ̂n p.s.→ θ̄ quand Dn(θ,θ′)/n → J(θ,θ′)(uniformément) ave J(θ,θ′) ontinue et > 0 pour tout θ 6= θ′ 7/ 40
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→֒ pour un modèle linéaire, η(x ,θ) = f⊤(x)θ : onditionéquivalente à (1/n)[X⊤n Xn]→ M dé�nie-positive aveXn = [f(x1), . . . ,f(xn)]⊤
➟ beauoup plus fort que la CNS pour la CV forte de θ̂n :
λmin[X⊤n Xn]→∞L'analogue de ette CNS en régression non-linéaire serait :Dn(θ,θ′)→∞ ∀θ 6= θ′ ([Wu 1981℄ : su�sant pour θ̂n a.s.→ θ̄quand Θ est �ni, néessaire pour l'existene d'un estimateurfaiblement onvergent)xi dépend de εi−1,εi−2 . . .En partiulier : plani�ation séquentielle (xi dépend de θ̂i−1)
➟ Régression linéaire[Lai & Wei 1982℄ :
λmin[X⊤n Xn] p.s.→ ∞ et
{log λmax[X⊤n Xn]}ρ/λmin[X⊤n Xn] p.s.→ 0 pour un ρ > 1

⇒ θ̂n p.s.→ θ̄ (∼ ondition la plus faible possible) 8/ 40
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➟ Régression non-linéaire[Lai 1994℄ → CS qui donne pour un modèle linéaire laondition de [Christopeit & Helmes 1980℄ :
λmax[X⊤n Xn] = O{λρmin[X⊤n Xn]} p.s. pour un ρ ∈ (1,2)
➟ Explique pourquoi en plani�ation séquentielle, pour assurerla CV forte de θ̂n on impose un hoix déterministe de xk quandk ∈ {k1,k2, . . .}, ave ki = iα, α ∈ (1,2) [Lai 1994℄
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Revenons à notre problème. . .Plani�ation totalement séquentielle (�full sequentialdesign�) : hoisir x1, . . . ,xn0 , estimer θ̂n0 , poser k = n0 puis
◮ plani�er xk+1
◮ observer Yk+1
◮ ré-estimer θ̂k+1
◮ k ← k + 1 . . .D-optimalité :xk+1 = argmaxx∈X det [∑ki=1 fθ̂k (xi )f⊤θ̂k (xi ) + fθ̂k (x)f⊤

θ̂k (x)
]ou enorexk+1 = argmaxx∈X f⊤

θ̂k (x)M−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k (x) ave
ξk =

∑ki=1 δxi la mesure empirique dé�nie par x1, . . . ,xk
→ M(ξk ,θ) = 1k ∑ki=1 fθ(xi )f⊤θ (xi )On espère que θ̂n p.s.→ θ̄ et √n(θ̂n − θ̄) d→ N (0,M−1[ξ∗D(θ̄),θ̄]) 10/ 40
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2) Plani�ation séquentielle D-optimalePour n0 ≤ k < n,xk+1 = argmaxx∈X f⊤
θ̂k (x)M−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k (x)Comment assurer que θ̂n p.s.→ θ̄ et√n(θ̂n − θ̄) d→ N (0,M−1[ξ∗D(θ̄),θ̄]) quand n →∞?Pas faile au vu de e qui préède. . .

❶ hoix déterministe de xk quand k ∈ {k1,k2, . . .}, aveki = iα, α ∈ (1,2) [Lai 1994℄
❷ faire roître n0 vers l'∞ en même temps que n
❸ supposer que X est un ensemble �ni
⇒ répétitions de mesures 11/ 40
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X est un ensemble �ni X = {x(1), . . . ,x(K)}Convergene de θ̂n vers θ̄ : tout va bien siDn(θ,θ̄) =
∑nk=1[η(xi ,θ)− η(xi ,θ̄)]2 tend vers l'in�ni assez vitepour tout θ 6= θ̄Théorème 1 : onvergene [LP, S&P Letters, 2009℄Si Dn(θ,θ̄) =

∑nk=1[η(xi ,θ)− η(xi ,θ̄)]2 véri�epour tout δ > 0 , [ inf
‖θ−θ̄‖≥δ/τn Dn(θ,θ̄)] /(log log n) p.s.→ ∞ave X �ni et {τn} une suite non-déroissante de onstantespositives, alors θ̂n satisfait τn‖θ̂n − θ̄‖ p.s.→ 0(Remplaer log log n par (log n)ρ, ρ > 1, si les εi forment unesuite de di�érenes de martingales) 12/ 40
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Théorème 2 : normalité asymptotique [LP, S&P Letters,2009℄S'il existe une suite de matries Cn symétriques déf. pos. tellesque C−1n M1/2(ξn,θ̄) p→ I ave n = λmin(Cn) et Dn(θ,θ̄)satisfaisant n1/4n →∞ etpour tout δ > 0 , [ inf
‖θ−θ̄‖≥2n δ

Dn(θ,θ̄)] /(log log n) p.s.→ ∞alors θ̂n satisfait √nM1/2(ξn,θ̂n)(θ̂n − θ̄) d→ N (0,I)
☞ On applique ei àxk+1 = argmaxx∈X f⊤

θ̂k (x)M−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k (x)
➟ θ̂n p.s.→ θ̄
➟ M(ξn,θ̂n) p.s.→ M[ξ∗D(θ̄),θ̄]

➟ [nM(ξn,θ̂n)]1/2(θ̂n − θ̄) d→ N (0,I) 13/ 40
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Tout e qui préède reste vrai pour des expérienes detype Bernoulli,ave Yi ∈ {0,1} (suès ou éhe),
η(x ,θ) = Prob(Yi = 1|xi = x ,θ)et θ̂n l'estimateur du maximum de vraisemblane :
θ̂n = argmax

θ∈Θ

n∑i=1 {Yi log[η(xi ,θ)] + (1− Yi) log[1− η(xi ,θ)]}La matrie d'information de Fisher est donnée parM(ξ,θ) =

∫

X
fθ(x)f⊤θ (x) ξ(dx)ave fθ(x) = {η(x ,θ)[1 − η(x ,θ)]}−1/2 ∂η(x ,θ)

∂θ 14/ 40
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3) Plani�ation D-optimale ave ontrainteMaximiser log detM(ξ,θ) sous la ontrainte Φ(ξ,θ) ≤ Cave Φ(ξ,θ) =
∫
X φ(x ,θ) ξ(dx)(φ(x ,θ) = oût d'une observation en x)CNS pour l'optimalité de ξ∗ :

Φ(ξ∗,θ) ≤ C et il existe λ∗ = λ∗(C ,θ) ≥ 0 tel que{
λ∗[C − Φ(ξ∗,θ)] = 0
∀x ∈ X , f⊤θ (x)M−1(ξ∗,θ)fθ(x) ≤ p + λ∗[φ(x ,θ)− Φ(ξ∗,θ)]

☞ En pratique :maximiser Hθ(ξ,λ) = log detM(ξ,θ)− λΦ(ξ,θ) pour unesuite {λi} roissante de fateurs multipliatifs de Lagrange, enpartant de λ0 = 0 et en s'arrêtant au 1er λi pour lequel ξ∗(λi )satisfait Φ[ξ∗(λi ),θ] ≤ C [Mikuleká 1983℄
➟ pas plus ompliqué que la reherhe d'un plan D-optimal ! 15/ 40
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Problème de dose-réponse en essai de médiament :Dé�nir φ(x ,θ) à partir de la probabilité de suès (e�aité,pas de toxiité)[Dragalin & Fedorov 2006; Dragalin, Fedorov & Wu 2008℄
☞ λ dans Hθ(ξ,λ) = log detM(ξ,θ)− λΦ(ξ,θ) établit unompromis entre
• le gain d'information (pb. d'éthique olletive) et
• le rejet de doses ine�aes ou toxiques (pb. d'éthique pourles patients enr�lés)Si la fontion φ(x ,θ) est su�samment plate autour de sonminimum, les points de support de ξ∗(λ), optimal pourHθ(ξ,λ), se onentrent autour de x∗ = argminx∈X φ(x ,θ)quand λ→∞ 16/ 40
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Example 1 [Dragalin & Fedorov 2006℄Modèle de Cox pour des réponse bivariées : Y → e�aité,Z → toxiité11 doses disponibles, équiréparties dans [−3,3],
X = {x(1), . . . ,x(11)}, x(i) < x(i+1), i = 1, . . . ,10Prob{Y = y ,Z = z |x ,θ} = πyz(x ,θ), Y ,y ,Z ,z ∈ {0,1}
θ = (a11,b11,a10,b10,a01,b01)⊤ = (3,3,4,2,0,2)⊤ ∈ R

6
π11(x ,θ) =

ea11+b11 x1 + ea01+b01 x + ea10+b10 x + ea11+b11 x
π10(x ,θ) =

ea10+b10 x1 + ea01+b01 x + ea10+b10 x + ea11+b11 x
π01(x ,θ) =

ea01+b01 x1 + ea01+b01 x + ea10+b10 x + ea11+b11 x
π00(x ,θ) =

(1 + ea01+b01 x + ea10+b10 x + ea11+b11 x)−1 17/ 40
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φ1(x ,θ) = π−110 (x ,θ) (π10 = e�aité et pas de toxiité)Dose optimale x∗ : minimise φ1(x ,θ) → x∗ = x(5) = −0.6
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Autre fontion de oût :
φ2(x ,θ) = {π−110 (x ,θ)− [maxx π10(x ,θ)]−1}2(plus plate que φ1(x ,θ) autour de x∗)
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Autre fontion oût : (plus d'importane aordée à la toxiité)
φ3(x ,θ) = π−110 (x ,θ)[1 − π·1(x ,θ)]−1 ave
π·1(x ,θ) = π01(x ,θ) + π11(x ,θ) = probabilité marginale detoxiité (φ3(x ,θ) minimum en x(4) = −1.2)
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4) Plani�ation séquentielle D-optimale pénaliséexk+1 = argmaxx∈X {f⊤
θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}De nouveau : onstrution séquentielle⇒ perte d'indépendane

☞ On utilise l'hypothèse que X est �ni : X = {x(1), . . . ,x(K)}

◮ Si λk = onstante λ (et |φ(x ,θ)| borné) :
➠ θ̂n p.s.→ θ̄ et √nM1/2(ξn,θ̂n)(θ̂n − θ̄) d→ N (0,I)

◮ Si de plus . . .φ(x ,θ) ontinue en θ pour tout x :
➠ M(ξn,θ̄)→M∗(θ̄) , optimale pour le ritèrelog detM(ξ,θ̄)− λΦ(ξ,θ̄)

◮ Egalement vrai si
λk = fontion mesurable bornée de x1,Y1, . . . ,xk ,Yk(ex. : λk = λ∗(θ̂k) = oe�ient de Lagrange optimal pourla minimisation de log detM(ξ,θ̂k) sous la ontrainte
Φ(ξ,θ̂k) ≤ C ) 21/ 40
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◮ Si λk ր∞, (λk log log k)/k → 0, alors θ̂n p.s.→ θ̄de plus, onvergene vers un plan à oût minimum :
Φ(ξn,θ̄) = 1n ∑ni=1 φ(xi ,θ̄) p.s.→ φ∗

θ̄
= minx∈X φ(x ,θ̄). . . et ξN(x(i∗))

p.s.→ 1 si φ(x ,θ̄) a un seul minimum enx(i∗) ∈ X = {x(1), . . . ,x(K)}
⇒ On peut don optimiser ∑ni=1 φ(xi ,θ̄) sans onnaître θ̄ :optimisation auto-ajustéexk+1 = argmaxx∈X {f⊤

θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}Déjà proposé en régression linéaire (η(x ,θ) linéaire en θ)[Åström & Wittenmark, 1989℄, ondition sur λk dans [LP, AS2000℄Ii MC en régression non-linéaire, ou max. de vraisemblane,mais ave X �niAttention : xk+1 = argminx∈X φ(x ,θ̂k ) ne marhe pastoujours ! 22/ 40
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5) ExemplesExample 2 (régulateur auto-ajusté)Reherhe de x∗ tel que ψ(x ,θ̄) = T → minimiser
φ(x ,θ̄) = [ψ(x ,θ̄)− T ]2

◮ Modèle de Mihaelis-Menten:Yi = θ̄1 x
θ̄2+x + εi , {εi} i.i.d. N (0,1)

◮ Fontion à minimiser :T = 1/2⇒ φ(x ,θ) =
[

θ1 x
θ2+x − 12]2,

◮ x ∈ [0,10], (grille de 1001 points)
◮ Simulation ave θ̄ = (1,1)⊤

⇒ η(x ,θ̄) = x/(1 + x), x∗ = 1 (et φ(x∗,θ̄) = 0)
◮ λk = (log k)8 23/ 40
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Ii, ψ(x ,θ) = η(x ,θ) → on observe diretement ψ(xi ,θ̄) + εi
Ψ(x ,θ̄) estimable si {xn} a un point d'aumulation en x
⇒ il n'est pas néessaire d'estimer θ̄(il su�t d'estimer orretement le signe de la dérivée de
Ψ(x ,θ̄) en x∗ tel que Ψ(x∗,θ̄) = T )xk+1 = argmaxx∈X {f⊤

θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}fontionne dès que λk →∞Dans e as partiulier, on peut prendre aussixk+1 = argminx∈X φ(x ,θ̂k ) (�best intention design�,�ontinual reassessment method�, �fored ertaintyequivalene�) 24/ 40
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Méthode alternative [Lai & Robbins 1978℄ :xk+1 = xk − Yk − Tk β̂kave

β̂k =

∑ki=1(xi − x̄k )(Yi − Ȳk)∑ki=1(xi − x̄k )2 tronqué à [β,β]

β̂k = = estimateur des MC pour Yi = T + β(xi − x∗) + εi
β̂k = onstante → approximation stohastique[Robbins-Monro, 1951℄ 25/ 40
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xk+1 = argmaxx∈X {f⊤
θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}

≈ même hose pour xk+1 = argminx∈X φ(x ,θ̂k )(θ̂k tronqué à θ1 > 1/3, θ2 > 10−2)xk+1 = xk − Yk−Tk β̂k (β̂k tronqué à [10−2,5])
→ suite {xn}
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Example 3 (régulateur auto-ajusté � suite)
◮ ≈ Exemple 2, Yi = θ̄1 x

θ̄2+x + εi , {εi} i.i.d. N (0,0.1)
◮ mais à présent

Ψ(x ,θ) = θ1[1− exp(−θ2 x/3)] 6= η(x ,θ̄)(θ̄ = (1,1)⊤ ⇒ Ψ(x∗,θ̄) = 1/2 pour x∗ = 3 log(2) ≃ 2.08)
◮ Plus di�ile que l'exemple 2 : on n'observe pas Ψ(x ,θ̄) !
◮ x1 = 1, x2 = 10, puisxk+1 = argmaxx∈X {f⊤

θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}pour 3 suites {λk}
◮ (a) λk = log2 k
◮ (b) λk = k/(1 + log2 k)
◮ () λk = k1.1 27/ 40
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→ Ψ(xk ,θ̄), k = 1, . . . ,500(a) λk = log2 k (b) λk = k/(1 + log2 k) () λk = k1.1
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→ θ̂k , k = 1, . . . ,500(a) λk = log2 k (b) λk = k/(1 + log2 k) () λk = k1.1
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Example 4 (optimiseur auto-ajusté)
◮ Modèle [Box & Luas, 1959℄ :Yi = η(xi ,θ̄) + εi , {εi} i.i.d. N (0,σ2)
η(x ,θ) = θ1

θ1−θ2 [exp(−θ2 x)− exp(−θ1 x)]
◮ On veut maximiser η(x ,θ̄), x ∈ [0,10], grille de 1001points
◮ θ̄ = (0.7 , 0.2)⊤
⇒ ξ∗D = 12δx(1) + 12δx(2) ave x(1) ≃ 1.25 et x(2) ≃ 6.60x∗ = 2.51, η(x∗,θ̄) = maxx∈X η(x ,θ̄) ≃ 0.606
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◮ x1 = 1.25, x2 = 6.6, puisxk+1 = argmaxx∈X {f⊤

θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}pour 3 suites {λk}
◮ (a) λk = log2 k
◮ (b) λk = k/(1 + log2 k)
◮ () λk = k1.1
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→ η(xk ,θ̄), k = 1, . . . ,500, σ = 1(a) λk = log2 k (b) λk = k/(1 + log2 k) () λk = k1.1
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→ η(xk ,θ̄), k = 1, . . . ,500, σ = 0.1(a) λk = 10 log2 k (b) λk = 10 k/(1 + log2 k) () λk = 10 k1.1
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Example 1 [Dragalin & Fedorov 2006℄ (suite)Essais liniques : 11 doses, Y pour e�aité, Z pour toxiité,36 patientsMéthode �up and down�[Ivanova 2003℄xN+1 =






max{x(iN−1),x(1)} ց si ZN = 1 ,x(iN ) −→ si YN = 1 et ZN = 0 ,min{x(iN+1),x(11)} ր si YN = 0 et ZN = 0 ,pour les 10 premiers patients, puis plani�ation séquentielleD-optimale pénalisée à la première toxiité observée (avearoissement d'au plus une dose à haque pas [Dragalin &Fedorov 2006℄) 34/ 40
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△ pour (Y = 0,Z = 0), ⊲ pour (Y = 1,Z = 0), ⋄ pour
(Y = 1,Z = 1) et ▽ pour (Y = 0,Z = 1)Fontion de pénalisation φ1(x ,θ) = π−110 (x ,θ)
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Fontion de pénalisation φ3(x ,θ) = π−110 (x ,θ)[1 − π·1(x ,θ)]−1
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(36 patients, 1000 répétitions)design Φ1(ξ,θ) ψ(ξ,θ) x̂∗{t<4} x̂∗{t=4} x̂∗{t=5} x̂∗{t=6} x̂∗{t>6} #x(11)S1 1.87 28.02 2% 38.6% 36.9% 8.6% 13.9% 0
ξu&d (θ̄) 1.47 29.4S2 3.16 17.23 0 19.8% 70.5% 7.8% 1.9% 5%
ξ∗D (θ̄) 4.45 14.99S3 2.38 18.78 0 22.3% 68.2% 7% 2.5% 2.3%
ξ∗

λ=2(θ̄) 1.97 17.00
φ1(ξ,θ) = π−110 (x ,θ), ψ(ξ,θ) = det−1/6[M(ξ,θ)], OSD = x(5)S1 = �up & down�S2 = �up & down�, puis D-optimal séquentielS3 = �up & down�, puis D-optimal séquentiel pénalisé
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(240 patients, 150 répétitions)

Φ1(ξ,θ) ψ(ξ,θ) x̂∗{t<4} x̂∗{t=4} x̂∗{t=5} x̂∗{t=6} x̂∗{t>6} #x(11)S1 1.54 29.04 0 14% 77.3% 7.3% 1.3% 0
ξu&d (θ̄) 1.47 29.4S4 1.52 27.87 0 8.7% 90% 0.7% 0.7% 0.1%S4 = �up & down�, puis D-optimal séquentiel pénaliséave λN ր de façon logarithmique
• hangement quand σ(dose optimale estimée) < ∆x

∆x = intervalle entre 2 doses onséutives
• aroissement prudent des doses quand σ(dose optimaleestimée) > ∆x/2S4 plus performante que S1 (= �up & down�)
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6) Conlusions
◮ Convergene et normalité asymptotique des estimateursen plani�ation séquentielle D-optimalexk+1 = argmaxx∈X f⊤

θ̂k (x)M−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k (x)et plani�ation séquentielle D-optimale pénaliséexk+1 = argmaxx∈X {f⊤
θ̂kM−1(ξk ,θ̂k)fθ̂k − λk φ(x ,θ̂k )}quand λk borné. . . sous l'hypothèse X �ni (seulement une onditiontehnique?)

◮ λn →∞ pas trop vite → optimisation/régulationauto-ajustée 39/ 40
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◮ Normalité asymptotique quand λn →∞ su�sammentlentement?
λmin[M(ξn,θ̂n)] ∼ A/λn ?Trouver une suite de matries Cn symétriques déf. pos.telles que C−1n M1/2(ξn,θ̄) p→ I: onstruire Cn à partir dexk+1 = argmaxx∈X {f⊤

θ̄
M−1(ξk ,θ̄)fθ̄ − λk φ(x ,θ̄)}?

◮ Et pour la minimisation de IE{∑Ni=1 φ(xi ,θ)} (θ ∼ ν(dθ))en horizon �ni?
→֒ Programmation dynamique stohastique. . . il fauttrouver de bonnes approximations pour les lois a posterioride θ, 'est-à-dire ν(dθ|Y k1 ), k = 1,2 . . .

◮ Système dynamique :xk = (u(tk ) u(tk−1) . . . u(tk−d+1))⊤ → . . . di�ultéssupplémentaires 40/ 40
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